






















Re´sume´. — L’objet de cette note est de donner une de´monstration directe du fait que si
l’on applique le foncteur de Colmez a` une Fp-repre´sentation irre´ductible de dimension deux
de Gal(Q
p
/Qp), alors on trouve la restriction au sous-groupe de Borel de GL2(Qp) d’une
repre´sentation supersingulie`re.
Abstract (Supersingular representations of GL2(Qp) and (ϕ,Γ)-modules)
The purpose of this note is to give a direct proof of the fact that if one applies Colmez’
functor to a two dimensional irreducible Fp-representation of Gal(Qp/Qp), one gets the
restriction to the Borel subgroup of GL2(Qp) of a supersingular representation.
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Introduction et notations
Cette note s’inscrit dans le cadre de la correspondance de Langlands p-adique et est un
comple´ment a` [Ber05]. L’objet de ce dernier article est de de´montrer la compatibilite´ a`
la re´duction modulo p de la « correspondance de Langlands p-adique » de´finie par Breuil,
en utilisant la re´alisation de´couverte par Colmez de cette correspondance via les (ϕ,Γ)-
modules. La de´monstration donne´e dans [Ber05] est directe pour les repre´sentations
galoisiennes qui sont somme de deux caracte`res (quand la repre´sentation coˆte´ GL2 est
une somme directe de deux induites paraboliques), mais utilise un chemin assez de´tourne´
dans le cas d’une repre´sentation galoisienne irre´ductible (quand la repre´sentation coˆte´
GL2 est une supersingulie`re). L’objet de cette note est de donner une de´monstration
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 11F33, 11F80, 11F85, 22E50.
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directe dans ce dernier cas. Remarquons qu’un sous-produit des calculs de [Ber05] est
le fait que les restrictions au Borel des supersingulie`res restent irre´ductibles. Depuis,
Pasˇku¯nas a donne´ dans [Pas06] une de´monstration directe de ce fait et dans cette note,
nous utilisons de manie`re essentielle le re´sultat de Pasˇku¯nas. Pour garder a` l’introduction
une longueur raisonnable, et comme cette note fait directement suite a` [Ber05], nous
renvoyons a` ce dernier article pour les notations utilise´es dans l’e´nonce´ de notre re´sultat
principal :
The´ore`me A. — Si r ∈ {0, . . . , p − 1} et si χ est un caracte`re de Q×p , alors on a un
isomorphisme de repre´sentations de B2(Qp) : (lim←−ψ
D♯(ρ(r, χ)))∗ ≃ π(r, 0, χ).
Signalons que ce the´ore`me suit aussi des constructions tre`s ge´ne´rales de Colmez dans
[Col07b] ou` il est rede´montre´ mais que la de´monstration de Colmez consiste a` construire
l’inverse du foncteur W 7→ lim
←−ψ
D♯(W ) et a` l’appliquer a` π(r, 0, χ) ce qui est a priori
assez diffe´rent de nos calculs.
Enfin, le lecteur que cela inte´resse pourra appliquer les me´thodes de cette note au cas
des repre´sentations galoisiennes de dimension 2 qui sont sommes de deux caracte`res et
retrouver la correspondance avec les sommes de π(r, λ, χ), ce qui consiste a` rede´montrer
la correspondance dans ce cas-la` en ne passant plus par les induites paraboliques et donc
en e´vitant l’utilisation de la projection ste´re´ographique.
Rappelons a` pre´sent certaines des notations qui sont utilise´es dans cette note. La
lettre k de´signe une extension finie de Fp qui est le corps des coefficients de toutes les
repre´sentations que l’on conside`re. On note ω le caracte`re cyclotomique modulo p et µλ
le caracte`re non-ramifie´ de GQp qui envoie le frobenius arithme´tique sur λ
−1. Si W est
une repre´sentation k-line´aire de GQp , on note D(W ) le (ϕ,Γ)-module sur k((X)) associe´ a`
W par Fontaine dans [Fon90] et D♯(W ) le k[[X ]]-re´seau de D(W ) construit par Colmez
dans [Col07a]. On note G pour GL2(Qp) et B pour B2(Qp) et K pour GL2(Zp) et Z
pour le centre de G. On note ω et µλ les caracte`res de Q
×




1. Quelques (ϕ,Γ)-modules en caracte´ristique p
Si n est un entier > 1, alors on note ωn le caracte`re fondamental de Serre de niveau
n qui peut eˆtre de´fini de la manie`re suivante : on choisit πn ∈ Qp tel que π
pn−1
n = −p
et si g ∈ IQp, alors on pose ωn(g) = g(πn)/πn ∈ F
×
p ; cette de´finition ne de´pend pas du
choix de πn et montre que ωn s’e´tend a` GQpn . Certains auteurs prennent plutoˆt pour πn
une racine de πp
n−1
n = p ; cela ne change pas ωn|IQp mais notre de´finition a l’avantage que
pour n = 1, on a ω1 = ω sur GQp tout entier.
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Afin de de´crire les (ϕ,Γ)-modules associe´s aux repre´sentations irre´ductibles en ca-
racte´ristique p, nous devons donner une construction « en caracte´ristique p » de ωn. Pour
cela, nous utilisons le corps E˜ (de´fini dans [Fon90]) qui intervient dans la construction
des (ϕ,Γ)-modules. C’est un corps alge´briquement clos muni d’une action de GQp et qui
contient Fp((X)) ; en particulier, il existe Y ∈ E˜ tel que Y
(pn−1)/(p−1) = X . On pose
fg(X) = ω(g)X/g(X) pour g ∈ GQp ; cette se´rie ne de´pend que de l’image de g dans Γ.
Comme fg(X) ∈ 1 +XFp[[X ]] l’expression f
s
g (X) a bien un sens si s ∈ Zp.







De´monstration. — Rappelons que l’e´le´ment X ∈ E˜+ = lim
←−
OCp vaut 1−ε ou` ε = (ζpj)j>0




n,j = ζpj − 1
Si g ∈ GQpn , alors g(ζpj − 1) = ω(g)(ζpj − 1)f
−1










g (ζpj − 1),
ou` [·] de´note le rele`vement de Teichmu¨ller. L’application qui a` g associe ωn,j(g) est un
caracte`re de GQpn qui ne de´pend pas du choix de πn,j. De plus on a :{
(ζpj+1 − 1)
p = (ζpj − 1) · (1 +O(p)) si j > 1
(ζp − 1)
p−1 = −p · (1 +O(ζp − 1))
ce qui fait que ωpn,j+1 = ωn,j si j > 1 et ωn,1 = ωn. On en de´duit aussi que l’on peut choisir
les πn,j de telle manie`re que π
p




on a y(i) = limj→+∞ π
pj
n,i+j puisque les πn,j sont compatibles en ce sens que π
p
n,j+1/πn,j ∈
1 +mCp ce qui fait que si g ∈ GQpn , alors :
g(y(i))
y(i)






g (ζpi+j − 1))
pj




g (X) dans E˜.
On se donne a` pre´sent 1 6 h 6 pn − 2 et on suppose qu’il n’existe pas d’entier r
divisant n tel que h est un multiple de (pn − 1)/(pr − 1). Cela revient a` dire que si l’on
e´crit h = h0h1 . . . hn−1 en base p, alors l’application i 7→ hi de Z/nZ dans {0, . . . , p− 1}
n’admet pas de pe´riode plus petite que n. Dans ce cas, les caracte`res ωhn, ω
ph
n , . . . , ω
pn−1h
n
de IQp sont deux-a`-deux distincts et il existe une unique repre´sentation irre´ductible de
GQp que l’on note ind(ω
h
n), dont le de´terminant est ω
h et dont la restriction a` IQp est
ωhn ⊕ ω
ph
n ⊕ · · · ⊕ ω
pn−1h
n . Toute repre´sentation irre´ductible de dimension n de GQp est
isomorphe a` ind(ωhn)⊗ χ pour un entier 1 6 h 6 p
n − 2 et un caracte`re χ : GQp → k
×.
4 LAURENT BERGER
Proposition 1.2. — Le (ϕ,Γ)-module D(ind(ωhn)) est de´fini sur Fp((X)) et admet une
base e0, . . . , en−1 dans laquelle dans laquelle γ(ej) = fγ(X)
hpj(p−1)/(pn−1)ej si γ ∈ Γ et
ϕ(ej) = ej+1 pour 0 6 j 6 n− 2 et ϕ(en−1) = (−1)
n−1X−h(p−1)e0.
De´monstration. — Soit W la repre´sentation associe´e au (ϕ,Γ)-module de´crit dans la
proposition. Si l’on pose f = Xhe0 ∧ . . . ∧ en−1, alors on a ϕ(f) = f et γ(f) = ω(γ)
hf ce
qui fait que le de´terminant de W est bien ωh et il suffit donc de montrer que la restriction




n ⊕ · · · ⊕ ω
pn−1h
n .
Si l’on de´compose Fpn ⊗Fp E˜ en
∏n−1
k=0 E˜ via l’application x⊗ y 7→ (σ
k(x)y) ou` σ est le
frobenius de Fpn , alors pour (x0, . . . , xn−1) ∈
∏n−1
k=0 E˜, on a les formules :
ϕ((x0, . . . , xn−1)) = (ϕ(xn−1), ϕ(x0), . . . , ϕ(xn−2))
g((x0, . . . , xn−1)) = (g(x0), . . . , g(xn−1)),
si g ∈ GQpn (mais pas si g ∈ GQp). On choisit α ∈ E˜ tel que α
pn−1 = (−1)n−1 et on pose :
v0 = (αY
h, 0, . . . , 0) · e0 + (0, α
pY ph, . . . , 0) · e1 + · · · (0, . . . , 0, α
pn−1Y p
n−1h) · en−1
v1 = (0, αY
h, . . . , 0) · e0 + (0, 0, α
pY ph, . . . , 0) · e1 + · · · (α
pn−1Y p
n−1h, 0, . . . , 0) · en−1
...
vn−1 = (0, . . . , 0, αY
h) · e0 + (α
pY ph, 0, . . . , 0) · e1 + · · · (0, . . . , 0, α
pn−1Y p
n−1h, 0) · en−1
On ve´rifie que les vecteurs v0, . . . , vn−1 forment une base de Fpn ⊗Fp (E˜ ⊗Fp((X)) D(W )).
Les formules qui donnent l’action de ϕ impliquent que ϕ(vj) = vj ce qui fait que vj ∈
Fpn ⊗Fp W . Enfin, les formules qui donnent l’action de Γ et le lemme 1.1 impliquent que
g(vj) = ω
hp1−j
n vj ce qui ache`ve la de´monstration.
2. Repre´sentations irre´ductibles de dimension 2
On fixe a` pre´sent r ∈ {0, . . . , p − 1} et χ = ωsµλ un caracte`re de GQp et on pose
W = ρ(r, χ) = (ind(ωr+12 ))⊗χ. On sait que toute k-repre´sentation de dimension 2 de GQp
est isomorphe a` une telle repre´sentation. Comme corollaire imme´diat de la proposition
1.2, on trouve le re´sultat suivant.
















Corollaire 2.2. — L’action de l’ope´rateur ψ sur D(W ) est donne´e par :
ψ(αe+ βf) = ψ(β)λ−1e− ψ(X(r+1)(p−1)α)λ−1f.
REPRE´SENTATIONS SUPERSINGULIE`RES DE GL2(Qp) ET (ϕ,Γ)-MODULES 5
De´monstration. — On a ψ(αe+ βf) = ψ(−αX(r+1)(p−1)λ−1ϕ(f) + βλ−1ϕ(e)) et le corol-
laire suit alors du fait que ψ(aϕ(b)) = ψ(a)b.
Proposition 2.3. — Le treillis de Colmez D♯(W ) est donne´ par :
D♯(W ) = k[[X ]] · e⊕Xrk[[X ]] · f.
De´monstration. — La de´finition de D♯ est donne´e dans le §2.4 de [Col07a], c’est le plus
grand k[[X ]]-re´seau de D qui est stable par ψ et sur lequel ψ est surjectif. Par ailleurs,
le lemme 1.1.2 de [Ber05] montre que dans notre cas, D♯(W ) est le seul k[[X ]]-re´seau
de D qui est stable par ψ et sur lequel ψ est surjectif et il suffit donc de ve´rifier que
M = k[[X ]]e⊕Xrk[[X ]]f a ces deux proprie´te´s. Le corollaire 2.2 nous donne la formule :
ψ(αe+ βXrf) = ψ(βXr)λ−1e− ψ(αXp−1−r)λ−1Xrf
ce qui fait que M est stable par ψ. Si 0 6 t 6 p− 1, alors ψ(X t) = (−1)t et l’application
f(X) 7→ ψ(X tf(X)) de k[[X ]] → k[[X ]] est donc surjective. Comme r et p − 1 − r sont
compris entre 0 et p − 1, l’application ψ est bien surjective sur M et donc D♯(W ) =
k[[X ]]e⊕Xrk[[X ]]f .
3. Construction de repre´sentations du Borel




D♯(W ) = {y = (y0, y1, . . .) avec yi ∈ D
♯(W ) tels que ψ(yi+1) = yi pour tout i > 0},






























i+jzvi+j), pour i+ j > −val(z).
On pose ensuite Ω(W ) = (lim
←−ψ
D♯(W ))∗ ce qui fait de Ω(W ) une repre´sentation lisse de
B dont le caracte`re central est ωrχ2. Rappelons que par la proposition 1.2.2 de [Ber05],
la repre´sentation Ω(W ) est irre´ductible. Si y = (y0, y1, . . .), alors par la proposition 2.3
on peut e´crire yi = αie+ βiX
rf et on appelle θ ∈ Ω(W ) la forme line´aire qui a` y associe
θ(y) = α0(0).
Lemme 3.1. — Si ( a b0 d ) ∈ B ∩KZ, alors (
a b
0 d ) ⋆ θ = χ(ad)ω
r(a)θ.
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puisque µλ(a) = µλ(d) comme ( a b0 d ) ∈ B ∩KZ ce qui fait que χ(a) = χ(d)ω
s(ad−1).
Si V est une repre´sentation de B∩KZ, on note indBB∩KZV l’induite a` support comapct
et on note [b, v] (comme dans [BL94] et [Bre03a]) l’e´le´ment de indBB∩KZV de´fini par
[b, v](g) = gb · v si gb ∈ B ∩ KZ et [b, v](g) = 0 sinon. On de´duit du lemme ci-dessus un
morphisme B∩KZ-e´quivariant de la repre´sentation (ωr⊗ 1)⊗ (χ ◦det) vers Ω(W ) et par




r ⊗ 1)⊗ (χ ◦ det)→ Ω(W ),
de´termine´ par πW ([1, vr]) = θ ou` vr est une base de (ω
r ⊗ 1)⊗ (χ ◦ det).
Proposition 3.2. — Soit J = {j0, . . . , jp−1} un ensemble d’e´le´ments de Zp tels que
ji = i mod p pour tout i.












[1, v0]) = 0 ;








[1, vr]) = 0 pour tout k ∈ {0, . . . , r − 1} ;
(3) si r > 1 et si λ0, . . . , λp−1 sont tels que
∑p−1
i=0 i



















[1, vr]) = 0.
















quel que soit y ∈ lim
←−ψ















et les formules donnant l’action de B sur y ∈ lim
←−ψ









Le fait que θ((1 + X)kz) = θ(z) si k ∈ Zp et z ∈ lim←−ψ




−jy)) est inchange´e si l’on remplace J par un autre syste`me
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de repre´sentants de Fp dans Zp et on choisit J = {0,−1, . . . ,−(p−1)}. Comme on a alors∑
j∈J(1 + X)
−j = Xp−1, on s’est ramene´ a` montrer que θ(ψ−1(y) + λ2ψ(Xp−1y)) = 0.
En e´crivant y1 = α1e + X
rβ1f et en posant y = ψ(ψ
−1(y)), on trouve que θ(ψ−1(y) +
λ2ψ(Xp−1y)) = α1(0) − ψ(X
p−1ψ(Xp−1α1))(0) et c’est un petit exercice de ve´rifier que
ψ(Xp−1ψ(Xp−1α1))(0) = α1(0).
















k(1 +X)−jy)) = 0. Comme ci-dessus, la valeur de cette expression ne
de´pend du choix de J et on prend J = {0,−1, . . . ,−(p−1)}. En e´crivant y0 = α0e+X
rβ0f ,
on se rame`ne a` montrer que la se´rie ψ(Xrβ0
∑p−1
j=0 j
k(1+X)j) est nulle en 0. Le coefficient











et cette somme est nulle (dans Fp) tant que
k + t 6 p− 1 (encore un exercice) ce qui fait que Xrβ0
∑p−1
j=0 j
k(1 +X)j est divisible par
Xp si k 6 r − 1.









































Le premier terme non nul de la se´rie
∑
j∈J(−j)
r(1 +X)−j est −Xp−1−r/(p− 1− r)! et le
fait que l’on a
∑p−1
i=0 i








Le the´ore`me de Wilson implique que r! · (p − 1 − r)! = (−1)r+1 dans Fp et un calcul
semblable a` celui du (1) montre que si l’on e´crit y = αe + βXrf , alors le coefficient de
e dans z est
∑p−1
i=0 λii
r(α− ψ((Xp−1 +O(Xp))ψ((Xp−1 +O(Xp))α))) qui est bien nul en
X = 0.
4. De´monstration de l’isomorphisme
Ce § est consacre´ a` la de´monstration du the´ore`me A de l’introduction. Rappelons que
Symrk2 est l’ensemble des polynoˆmes homoge`nes en x et y de degre´ r a` coefficients dans
k muni de l’action de K donne´e par ( a bc d )P (x, y) = P (ax + cy, bx + dy) et qu’on e´tend





P (x, y) = P (x, y). Afin de montrer le the´ore`me
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A de l’introduction, il reste a` faire le lien entre les repre´sentations indBB∩KZ(ω
r ⊗ 1) et
indGKZSym
rk2. Rappelons a` cet effet que l’on dispose de la de´composition d’Iwasawa G =
BK qui a pour conse´quence que si V est une repre´sentation de KZ, alors l’application
« restriction a` B » de indGKZV vers ind
B
B∩KZV est un isomorphisme.
Par ailleurs, la repre´sentation ωr ⊗ 1 est une sous-B-repre´sentation de Symrk2 (elle se
re´alise sur l’espace engendre´ par xr) et on en de´duit une application indBB∩KZω
r ⊗ 1 →
indBB∩KZSym
rk2. Rappelons que T de´signe l’ope´rateur de Hecke de´fini dans [BL95] et
[BL94].












est un isomorphisme et les deux repre´sentations sont irre´ductibles.




fait l’objet du (i) du the´ore`me 1.1 de [Pas06] e´tant donne´ l’isomorphisme entre
indGKZSym
rk2 et indBB∩KZSym
rk2 rappele´ ci-dessus. Quand r > 1, l’application donne´e
est injective par construction et son image est une sous-repre´sentation non-triviale de
(indBB∩KZSym
rk2)/T . Cette repre´sentation e´tant irre´ductible, l’application ci-dessus est
bien un isomorphisme.
Rappelons que des formules donnant l’action de T sur indBB∩KZSym
rk2 se trouvent dans
le §2.2 de [Bre03b]. On a notamment :


















[1, (−j)rxr] si i = r ;
Lemme 4.2. — Si r > 1, alors T (indBB∩KZSym
rk2) ∩ indBB∩KZ(ω
r ⊗ 1) est engendre´ par
les translate´s sous l’action de B des vecteurs :{











ℓλi = 0 pour tout 0 6 ℓ 6 r − 1.
De´monstration. — La formule (1) ci-dessus implique que T ([1, xr−iyi]) ∈ indBB∩KZ(ω
r⊗1)
et donc de meˆme pour les translate´s de ces vecteurs. Il reste donc a` de´terminer quand
est-ce qu’un vecteur du type T (
∑
j[bj , λjy
r]) appartient a` indBB∩KZ(ω
r ⊗ 1). Pour cela,
soit A = {αnp
−n + · · ·+ α1p
−1 ou` 0 6 αj 6 p − 1} ce qui fait que A est un syste`me de
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r] (remarquons que A =
∐p−1
i=0 p




















ce qui fait que l’ensemble des vecteurs v tels que T (v) ∈ indBB∩KZ(ω
r ⊗ 1) est en-







, yr] tels que
T (vλ) ∈ ind
B
B∩KZ(ω
r ⊗ 1). La formule (1) montre que c’est le cas si et seulement si∑p−1
i=0 λi[(
1 i
0 1 ) , y
r] ∈ indBB∩KZ(ω
r ⊗ 1) et donc si et seulement si
∑p−1
i=0 λi(ix+ y)
r ∈ k · xr
ce qui est e´quivalent aux conditions
∑p−1
i=0 i
ℓλi = 0 pour tout 0 6 ℓ 6 r − 1.
Proposition 4.3. — Soit J = {j0, . . . , jp−1} un ensemble d’e´le´ments de Zp tels que
ji = i mod p pour tout i. Si r = 0, alors T (ind
B












et si r > 1, alors T (indBB∩KZSym
rk2) ∩ indBB∩KZ(ω
r ⊗ 1) est engendre´ par les translate´s



























ou` λ0, . . . , λp−1 sont tels que
∑p−1
i=0 i
ℓλi = 0 pour tout 0 6 ℓ 6 r − 1.
De´monstration. — Comme indBB∩KZ1 est engendre´e par les translate´s de [1, 1] sous l’action











[1, 1] ce qui montre le premier point.















































0 1 ) , y
r] =∑p−1
i=0 λii
r[1, xr] et le lemme 4.2 permet alors de conclure.




r⊗1)⊗(χ◦det)→ Ω(W ), de´termine´e par πW ([1, x
r]) = θ (ou` l’on identifie
(ωr⊗1)⊗(χ◦det) a` la sous-repre´sentation de Symrk2⊗(χ◦det) engendre´e par xr). Etant
donne´ que la repre´sentation Ω(W ) est irre´ductible, et en vertu des isomorphismes entre
repre´sentations irre´ductibles fournis par la proposition 4.1, il ne reste plus qu’a` montrer
que l’image par πW de T (ind
B




(χ ◦ det) ∩ indBB∩KZ(ω
r ⊗ 1)⊗ (χ ◦ det) (si r > 1) est nulle, ce qui suit directement de la
proposition 4.3 et de la proposition 3.2.
Remerciements : je remercie Christophe Breuil de m’avoir demande´ (en 2005 !) une
de´monstration directe de l’isomorphisme du the´ore`me A ainsi que pour les nombreuses
discussions que nous avons eues sur « Langlands p-adique ».
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